EJERCICIOS DE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

PUNTOS

Ejercicio n® 1.-

Representa los puntos siguientes:

A(,5,2), B(1,3,0) y C(2,-3,1)

Ejercicio n°® 2.-

Representa los puntos siguientes:

A4,-1,2), B(2,3,1) y C(0, 4,0)

Ejercicio n° 3.-

Representa los puntos siguientes:

A@,0,2), B(3,2,4) y C(4,-1,3)

Ejercicio n° 4.-

Representa los puntos siguientes:

A, 3,1), B(0,3,0) y C(1,-2,4)

Ejercicio n°®5.-

Representa los puntos siguientes:

A2, 3,-4), B(5,3,0) y C(0,0,4)

Ejercicio n° 6.-

Halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen al segmento de extremos
A@3,-1,2) y B(-2,2,4) en tres partes iguales.

Ejercicio n® 7.-

Halla el simétrico, P ', del punto P(2, 1, -3) respecto de Q(3, 5, 1).



Ejercicio n° 8.-

Calcula el valor de a para el cual los siguientes puntos estan alineados:

A(2,a,0), B(6,5,2), C(8,7,3)

Ejercicio n° 9.-

Dos de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(3,0,-1) y B(2, -2, 3). El
centro del paralelogramo esta en el punto M(1, 2, -1).

Halla los otros dos vértices.

Ejercicio n° 10.-

Los puntos A(3,0, 2), B(5,-1,1) y C(-2, 3, 1) son vértices consecutivos de un
paralelogramo. Obten el cuarto vértice y el centro del paralelogramo.

RECTAS

Ejercicio n® 11.-

a) Investiga la posicion relativa de las dos rectas siguientes en el espacio:

La primera esta dada por x—-5=y-7=2, ylasegunda, por los planos:

2x -3y +11=0
{ X—ye . Explica el procedimiento.

y—-2z-7=0

b) Halla si es posible, el punto de interseccion.

Ejercicio n® 12.-

Consideramos las dos rectas:

. X+y+z+3=0
X-y-z-1=0

X +1 z+d
=y +1=
2 -2

Halla el valor de d para que las rectas se corten. Halla el punto de interseccion para el
valor de d obtenido.



Ejercicio n° 13.-

a) Estudiala posicion relativa de las siguientes rectas:

| 2x+y-z=4 y S_x—2_y+1_i
“Ix-2y+2z=2 T2 -10 -6

b) Comprueba si los puntos A(1, 0,-2) y B(2,-10,-6) pertenecen a alguna de las rectas
anteriores.

Ejercicio n° 14.-

Estudia la posicidn relativa de las siguientes rectas segun los valores de k:

. z X-3 z-k
S 2 4 5 2 3

Ejercicio n° 15.-

Estudia la posicion relativa de las rectas rq y ro:

97 +1=0 X ==3\
X -2z+1=
1:{2+y +1 0 r,:qy =1+3A
X-y+z-1=
y z=-3

Razona la respuesta.

PLANOS

Ejercicio n° 16.-

Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto de interseccion de:
X-2y+z=0
2x-3z=5
X+y =1

y es paralelo al plano que contiene a los puntos:

A(1,0,-3), B(2,1,4) y C(0, 2,3)

Ejercicio n®17.-

Determina, en funcion de a, la posicion relativa de los siguientes planos:

(a—2)x +y-z=-1
—ax+(a-1y +(-a+2)z=a
~-x+ay+z=a



Ejercicio n° 18.-

Dados los planos:
TAX+my+mz=6y oomx+y+z+3=0

estudia su posicidn relativa segun los valores de m.

Ejercicio n° 19.-

a) Hallalos valoresde m y n para que los siguientes planos sean paralelos:

n:2X=yY+zZ-5=0 y mp:mx+ny+2z+3=0

b) Obten la ecuacion de un plano paralelo a nq que pase por el punto A(3, -2, 1).

Ejercicio n° 20.-

Halla la posicion relativa de los siguientes planos segun el valor del parametro a:

X=3-A+2pn
M Y =A—p
z=1+2p

mo:4X+ay —2z=5

RECTAS Y PLANOS

Ejercicio n° 21.-

Explica cudl ha de ser el valor de m que hace que el tercer plano de la siguiente familia
contenga a larecta definida por los dos primeros.

Los planos son:
X+y+z=2

2Xx+3y +z=3
mx +10y +4z =11

Ejercicio n° 22.-

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta:

2X-y+z-2=0
X+3y-z+4=0
y al punto P(2, -3, 1). Explica el procedimiento.



Ejercicio n° 23.-

Nos dan las rectas r, determinada por los puntos A(2,-1,1), B(0,1,-1), y s
determinada por C(2,0,-1) y D(2, 1, -1).

a) Escribe la ecuacién general (o implicita) del plano paraleloa r y s que pasa por el
origen de coordenadas.

b) Escribe la ecuacion general del plano que pasa por B y es perpendicular a r.

Ejercicio n° 24.-

Se consideran las rectas:
r:{ x-1=0 S:{X—Z—Z:O
2y +z-1=0 y-z-2=0
y el plano &, que pasa por los puntos A(1,0, 2), B(2,1,2) y C(1,0, 1).
a) Dalaecuacion general o implicita de .

b) Una de las dos rectas corta a n. Determinala.

c) Comprueba que la otra recta es paralela a =.

Ejercicio n° 25.-

Halla la ecuacion del plano n que contiene alarecta r y es paralelo alarecta s, siendo:

|ly=2z-4 S_x—10_y—20 z
"|x=3z-8 1 -1 1



SOLUCIONES

PUNTOS

Ejercicio n®1.-

Representa los puntos siguientes:

A(,5,2), B(1,3,0) y C(2,-3,1)

Solucion:

Ejercicio n°® 2.-

Representa los puntos siguientes:

A4,-1,2), B(2,3,1) y C(0, 4,0)

Solucion:

N

Ejercicio n° 3.-

Representa los puntos siguientes:

A(,0,2), B(3,2,4) y C(4,-1,3)



Solucion:

Ejercicio n° 4.-

Representa los puntos siguientes:

A, 3,1), B(0,3,0) y C(1,-2,4)

Solucion:

N

Ejercicio n°®5.-

Representa los puntos siguientes:

A(2,3,-4), B(5,3,0) y C(0,0,4)

Solucion:




Ejercicio n°6.-

Halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen al segmento de extremos
A(3,-1,2) y B(-2,2,4) en tres partes iguales.

Solucion:

A

p_(3-2 -1+2 244 (11,
3’ 3 '3 3'3

Q- [2(33— 2)' 2(- é+ 2)’ 2(23+ 4)]

I
N\
w|N
w|N
N
N——

Ejercicio n® 7.-

Halla el simétrico, P ', del punto P(2, 1, -3) respecto de Q(3, 5, 1).

Solucién:

P2, 1,-3)
Llamamos P (o, B, v), de manera que:

2+a
2

=3 > a=4

#:5 — B=9; P'(4,9,5)

-3+y
2

=1 —> y=5

Ejercicio n° 8.-

Calcula el valor de a para el cual los siguientes puntos estan alineados:

A(2,a,0), B(6,5,2), C(8,7,3)



Solucion:

Los puntos A, B y C estan alineados siempre que los vectores AB y BC tengan la
misma direccién. Esto ocurre cuando sus coordenadas son proporcionales:

6-2 5-a 2-0
8-6 7-5 3-2
5$=2 —- 5-a=4 - a=1

Ejercicio n°® 9.-

Dos de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(3,0,-1) y B(2,-2, 3). El
centro del paralelogramo esta en el punto M(1, 2, -1).

Halla los otros dos vértices.

Solucion:

I g

Llamemos C = (X1,Y1,21) ¥ D=(Xp, Y2, 29).

C es el simétrico de A respecto de M, por tanto:

3% 1 L oy =1

TNz o oy =4 pC=(14-1
B |

2

Por otro lado, D es el simétrico de B respecto de M. Asi:

2
a1 5 %, =0
2
_2;-y2:2 — y,=6 { D=(0,6,-5)
3% 1 5 z,-5
2




Ejercicio n° 10.-

Los puntos A(3,0, 2), B(5,-1,1) y C(-2, 3, 1) son vértices consecutivos de un
paralelogramo. Obten el cuarto vértice y el centro del paralelogramo.

Solucion:

Como se trata de un paralelogramo, se tiene que AB=DC. SiD= (x, Y, z):
2,-1,-1)=(-2-x%x, 3-y, 1-2)
dedonde: x=-4, y=4,z=2 — D(-4,4,2)

El centro del paralelogramo es el punto medio de una de las dos diagonales, asi:

w133
2 2 2

RECTAS

Ejercicio n® 11.-

a) Investiga la posicion relativa de las dos rectas siguientes en el espacio:

La primera esta dada por x—-5=y-7=2, ylasegunda, por los planos:

. Explica el procedimiento.

2x -3y +11=0
y—-2z-7=0

b) Halla si es posible, el punto de interseccion.

Solucion:

Punto: R(5,7,0)

a) e Primerarecta, r: . i
Vector direccion: d, = (1,1, 1)

Punto: y=1 x=-4, z=-3 — S(-4,1,-3)
e Segundarecta, s: i =
Vector direccién: d, =(2,-3,0) x (0,1, -2)=(6, 4, 2)

Los vectores direccion d, y d; nosonparalelos. Por tanto, r y s se cortano se cruzan.
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Para averiguar siocurre lo uno o lo otro, vemos si el vector RS, esta ono en elmismo
planoque d, y d,. Paraello estudiaremos el determinante de la matriz formada por las

coordenadasde ar, as y RS.

RS=(-9,-6,-3)

1 1 1 111
6 4 2|=-6/3 2 1/=0
-9 -6 -3 3 21

Por tanto, RS esté en el mismo planoque r y s, loqueimplicaquelasrectas r y s

se cortan.
X=5+%
b) Expresamos la primera recta en paramétricas:<y=7+2
Z=X

Sustituimos en uno de los planos que definen a la segunda recta:
26+2)-3(7T+A)+11=0 > A=0
Sustituimos este valor de A y obtenemos P(5, 7, 0).

Ejercicio n®12.-

Consideramos las dos rectas:

. X+y+2z+3=0
x-y-z-1=0

X +1 z+d
2 -2

S

Halla el valor de d para que las rectas se corten. Halla el punto de interseccion para el
valor de d obtenido.
Solucion:
e Veamos cudles son las ecuaciones paramétricas de r:
Unpuntode r: y=0 —» x=1, z=-2 — R(-1,0,-2)

Vector direcciéon: (1,1,1) x(1,-1,-1)=(0,2,-2)// (0, 1, -1)

x=-1
Ecuaciones paramétricasde r: <y =\
z=-2-1A

e Ecuaciones paramétricas de s:
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Un punto: (-1, -1, —d)
Vector direccion: (2, 1, -2)
X=-1+2pn
Ecuaciones paramétricas de s: y =—1+p
z=-d-2u
Para que r y s se corten, el siguiente sistema ha de tener solucién:
-1=-1+2u | u=0

h=-1+p b+ A=-1
—2-n=-d-2p| -1=-d - d=1

Si d=1, lasrectas se cortan en el punto (-1, -1, —1), (se obtiene al sustituir A en las
ecuaciones de r, obien p y d en las ecuaciones de s).

Ejercicio n° 13.-

a) Estudiala posicion relativa de las siguientes rectas:

y s: = =—
X -2y +22=2 2 -10 -6

r_{2x+y—z:4 X-2 y+1 z

b) Comprueba silos puntos A(1,0,-2) y B(2,-10,—-6) pertenecen a alguna de las rectas
anteriores.

Solucién:

) Vector direccion: d, =(2, 1 -1)x(4 -2, 2)=(0, -5 -5)
“|Unpunta siz=0 — y=0, x=2 — P(2 0, 0)

.| vector direccion : d, = (2, -10, -6)
" |Unpunto: Q(2,-1,0)

PQ=(0.-10)

Elrango de la matriz formada por las coordenadas de los vectores al, az y ﬁj
nos informa sobre la posicioon relativa de r y s.

0 -5 -5 o s
2 -10 -6 =1-‘ _6‘:10¢o
0 -1 0 -

Elrango de (al, d,, P_(j) es tres. Por tanto, las rectas se cruzan.

b) Ni A ni B pertenecenalasrectas r y s.
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Ejercicio n° 14.-

Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas segun los valores de k:

Estudiaremos el rango de la matriz formada por las coordenadas de d,, d, y RS:

2 4 5
2 1 3|=-6k+2;, -6k+2=0 — k:%
2 -3 k

. 1 ~ = — . :
Si k:§ los vectores d,, d; y RS sonlinealmente dependientes, por tanto las rectas se

. 1
cortan. Si k = E’ las rectas se cruzan.

Ejercicio n° 15.-

Estudia la posicion relativa de las rectas rq y ro:

X =-3\
X+y—-2z2+1=0
.1 r,:qy =1+3A
2X -y +z-1=0
z=-3\

Razona la respuesta.

Solucién:

. .| Vector de direccion d,=(11-2)x(2,-11)=(-1-5-3)
“|Unpunto: si z=0 - x=0, y=-1 - R,(0,-10)
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.| vector direccion: d, = (-3, 3, -3)
>"lun punto : RZ(O,], 0

RR,=(0.2,0)

Elrango de la matriz formada por las coordenadas de los vectores al, 82 y R,R, nosinforma
sobre la posicion relativa de rq y ro:

-1 -5 -3 L s
-3 3 -3 :—2-‘ 2 3‘:—2~(—6):12¢0
0 2 0 I

Elrango de (al, az, R,R,) es 3.Por tanto, las rectas se cruzan.

PLANOS

Ejercicio n° 16.-

Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto de interseccion de:
X-2y+z=0
2x -3z=5
X+y=1

y es paralelo al plano que contiene a los puntos:

A(1,0,-3), B(2,1,4) y C(0, 2,3)

Solucién:
El sistema:
X—-2y+z=0]| . .
tiene como solucién el punto:
2x-3z=5
P(10,-1)
X+y=1

Obtenemos el plano que contienea A, B y C:

AB=(117) | & 75 « AC =(-8,-13,3)
AC=(-126)

El plano buscado tiene como vector normal = (-8, —13, 3) y pasapor P(L 0, -1), asi:

-8(x-1)-13(y-0)+3(z+1)=0 —» -8x-13y+3z+11=0

14



Ejercicio n® 17.-

Determina, en funcion de a, la posicion relativa de los siguientes planos:

(a—@x+y—z=—l
—ax +(2a-1)y +(-a+2)z=a
~X+ay +z=a

Solucién:

Estudiamos la posicion relativa a partir de los determinantes:

a-2 1 -1
~a 2a-1 -a+2|=a’*-a’-a+l=(a-1f -(a+1)
-1 a 1
[} a:l
-X+y-z=1

Tenemos dos planos coincidentes (2° y 3°)
-X+y+z=1 Lotro (1)1 .
Cxtytz=1 y el otro (1°) los corta.

e a=-1
-3 1 -1 -1) (-3 1 -1 -1 3 1 -1 -1
(2%)+3-(1%)
1 -3 3 -1/ 5 7|80 0 -4/>|-2 0 0 -1
1 -1 01 -1 GO 4 0 0 -2 0 0 0 O

Los tres planos se cortan en una recta.

e az1 ya=-1, lostres planos se cortan en un punto.

Ejercicio n° 18.-

Dados los planos:
TAX+my+mz=6y oomx+y+z+3=0

estudia su posicion relativa segun los valores de m.

Solucion:
Las ecuaciones de los planos son:

4X+my +mz=6
mx+y+z=-3

e Los coeficientes de las incognitas son proporcionales si m = 2.

15



En tal caso, las ecuaciones son:

4Xx+2y +22=6
2X+y+z=-3

Los planos son paralelos, pues sus términos independientes no siguen la misma relacion de
proporcionalidad que los coeficientes de las incognitas.

e Si m =2, los planos se cortan en una recta, pues el sistema es compatible indeterminado de
rango 2.

Ejercicio n° 19.-

a) Hallalos valores de m y n paraque los siguientes planos sean paralelos:

n:2X=-y+z-5=0 Yy my:mx+ny+2z+3=0

b) Obtén la ecuacion de un plano paralelo a mq que pase por el punto A(3, -2, 1).

Solucion:

a) Si mq y mo han de ser paralelos, se tiene que:

ﬂzlzg - m=4,n=-2

b) El plano buscado ha de ser de laforma: 2x-y+z+D =0
Si contiene al punto A, debe verificarse:
2-3-1(-2)+1+D=0 »> D=-9

El plano sera: 2x-y+z-9=0

Ejercicio n° 20.-

Halla la posicion relativa de los siguientes planos segun el valor del parametro a:

X=3-A+2pn
T, Iy =A-p
z=1+2p

nol dX+ay —2z=5

16



Solucion:
n1, expresado de forma implicita, es:
2X+2y—-2=5
Asi, tenemos el sistema:
2x+2y—z:5}
4x+ay —2z=5
e Los coeficientes de las incognitas son proporcionales si a = 4.

En tal caso, los planos son paralelos, pues sus términos independientes no siguen la misma
relacion de proporcionalidad que los coeficientes de las incognitas.

e Si a=4, los planos se cortan en una recta, pues el sistema es compatible indeterminado de
rango 2.

RECTAS Y PLANOS

Ejercicio n° 21.-

Explica cual ha de ser el valor de m que hace que el tercer plano de la siguiente familia
contenga a la recta definida por los dos primeros.

Los planos son:
X+y+z=2

2Xx+3y +z=3
mx +10y +4z =11

Solucioén:
Se trata de hallar el valor de m para que el sistema sea compatible indeterminado.

Matricialmente:

1 11 1| 2
2 |3 1] 3
m 10 4 11
| —)
A
[y ——
AI

1 . .
Como ]_=—2¢0,ﬁedwamaﬂeIosdospnmemspmnosseconanakﬂamodeuna

recta. Para que el 3& plano contenga a dicha recta, ha de ser ran(A) = ran(A') = 2.

17



Para estudiar el rango de A' hallamos el determinante siguiente:

1 1 2
3 1 3|=0
10 4 11

Con todo esto podemos afirmar que ran(A) = ran(A"). Para que este rango sea 2, bastara con
que |A|=0:

1 1 1
|A|= 2 3 1|=12+20+m-3m-10-8=-2m+14=0 — m=7
m 10 4

Conclusion: Para m=7, el sistema es compatible determinado.

Ejercicio n° 22.-

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta:

- 2Xx-y+z-2=0
"|x+3y-z+4=0

y al punto P(2, -3, 1). Explica el procedimiento.

Solucién:

P2, -3, D r

[EEN
10

. Hallamos un punto, R e r. Por ejemplo, haciendo x =0 obtenemos:
R(O, -1, 1)
29, Hallamos d,, vector direccion de .
d=(2-11)x(13-1)=(-23,7)
3¢, El vector RP xd, sera normal al plano buscado:
RP(2,-2,0)
RP x d, =(2-2,0) x (-2,3,7)=(-14, -14,2)

Podemos tomar 1(7, 7, -1).



49, El plano pasa por P(2, -3, 1) y es perpendicular a (7, 7, —1). Su ecuacién sera:
TxX-2)+7(y+3)-1z-1)=0 > 7x-14+7y+21-z+1=0

- IX+7y-z2+8=0

Ejercicio n° 23.-

Nos dan las rectas r, determinada por los puntos A(2,-1,1), B(0,1,-1), y s
determinada por C(2,0,-1) y D(2, 1, -1).

a) Escribe la ecuacion general (o implicita) del plano paraleloa r y s que pasa por el
origen de coordenadas.

b) Escribe la ecuacion general del plano que pasa por B y es perpendicular a r.

Solucion:
a) ar X as = (—l 0} 1)= n esun vector perpendicular al plano buscado.
Ecuacion del plano:
-1x+0y+1z=0 —» —x+z=0
b) Unplano perpendicular a r tiene por vector normal a, = (1 -1, 1).

Ecuacion del plano buscado:

Ix-0)-1(y-1)+1(z+1)=0 > x-y+z+2=0

Ejercicio n° 24.-

Se consideran las rectas:
r_{ x-1=0 S_{X—Z—Z:O
12y +z-1=0" ly-z-2=0
y el plano &, que pasa por los puntos A(1,0, 2), B(2,1,2) y C(4,0, 1).
a) Dalaecuacion general o implicita de .

b) Una de las dos rectas corta a n. Determinala.

c) Comprueba que la otra recta es paralela a «.

Solucion:

a) Obtencion del vector normal al plano
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—_

B=(212)-(L0,2)=(010) | = 25, aC_(
%:’:(10,1)—(10,2):(0,0,—1)} AB x AC=(-110)

Ecuacion del plano:
-1x-1)+1(y-0)+0(z-2)=0 »> mx-y+1=0
b) Hallamos los vectores de direccion de las rectas:
d =(0,0)x (0,21=(0,-12)

d, =(10,-1)x (0,1 -1)=(1121)

=1

¢r cortaan? Veamossi d, esonoparaleloa

d -n=0,-12)-(-110)=-120

Por tanto, r corta a «.

S5l

C) ¢S cortaan? Veamos si as esonoparaleloa
d-n=@021)-(-120)=0
Por tanto, s es paralela a n 0, acaso, esta contenida en .
Hallamos un puntode s:z=0 — x=2,y=2 — S(2,2,0)

S no pertenece a &, por tanto, s es paralela a .

Ejercicio n° 25.-

Halla la ecuacidon del plano © que contiene alarecta r y es paralelo alarecta s, siendo:

|ly=2z-4 S.x—lO_y—ZO_i
"|x=3z-8 1 -1 1
Solucion:

El vector de direccion de r se obtiene a partir de los vectores normales a los planos que definen
la recta r.

f,=(0,1-2), A, =(0-3)
d =(0,1-2)x (10,-3)=(3,21)
Elvector normal, n, alplano © buscado es perpendicular a a, y as. Por tanto:
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n=(321x1-11)=(3-2-5)
Puesto que & contiene a r, localicemos un punto de & a partir de r:
En r, si z=0, se obtieney=-4, x=-8.
Por tanto, (-8, -4, 0) € =.
Ecuacion de

3x+8)-2(y+4)-5(z-0=0 - 3x-2y-5z+16=0

21



